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Məqalədə dalğa tənliyinin invariantlıq operatorlarından istifadə edərək operator-

ların kommutasiyaları hesablanıb. Alınmış ifadələrdən istifadə edərək, ad x operatoru he-
sablanmış və bunun vasitəsilə də Küllinqin kvadratik forması hesablanmışdır.Həmin kvadratik 
formadan istifadə edərək, invariantlıq operatorlarının optimal sistemi tapılmşdır.  
 

Əvvəlki işimizdə  1  ikiölüçülü dalğa tənliyinin invariantlıq qrupunun ope-
ratorları təyin edilmişdir. I tərtibdən optimal operatorlar sistemini təyin etmək üçün I 
yaxınlaşmada həmin operatorların kommutasiya şərtlərini bilmək lazımdır. Təqdim 
olunmuş işdə həmin operatorların kommutasiya şərti tapılmış və cədvəl şəklində 
verilmişdir:  

 1X  2X  3X  4X  5X  6X  7X  8X  9X  10X  11X  

 

Kommutasiya şərtindən görünür ki,  operatoru qalan operatorların hər 

biri ilə kommutasiya edir. Ona görə də  - Li cəbrini 
11X

11L

1X 1 0 0 0 1X  0 2X  3X  62X  72X  142 XX   0 

2X 1 0 0 0 2X  3X  1X  0 142 XX  52X  62X  0 

3X 2X 0 0 0 3X   0 1X  52X  1142 XX   72X  0 

4X  1X  2X  3X  0 0 0 0 8X  9X  10X  0 

5X 7X 0 3X  2X  0 0  6X  9X 8X  0 0 

6X  2X  1X  0 0 7X  0 5X  10X  0 8X  0 

7X  3X  0 1X  0 6X 5X  0 0 10X  9X  0 

8X 1 62X  142 XX  52X  8X 9X  10X 0 0 0 0 0 

9X 1 72X  52X  9X 8X 10X142 XX    0  0 0 0 0 

10X 1 142 XX   62X  72X  10X 8X 9X 0   0 0 0 0 

11X  0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
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   iXLXLL  1111     1021 ,...,,i   

düz cəmi şəklində ifadə etmək olar. 
Kommutasiya cədvəlində  1121 ,...,,iXi   bazis vektorlarında  

və  bazisinə keçmək daha məqsədəuyğundur. Yeni bazis vektorlarına 
görə kommutasiya cədvəli aşağıdakı şəkli alır: 

 1021 ,...,,iX i 

1144 2 XXX 

Cədvəl 
 

1X  2X  3X  4X   5X  6X  7X  8X  9X  10X  

1X  0 0 0 
12X  0 

2X  3X  62X 72X  4X   

2X  0 0 0 
22X  3X  1X  0 

4X   52X  
62X  

3X  0 0 0 
32X  2X 0 

1X  52X  62X  72X  

4X   12X
22X 32X 0 0 0 0 

82X  92X  102X  

5X  0 
3X 2X  0 0 

7X 6X  9X 8X  0 

6X  2X 1X 0 0 
7X  0 

5X  10X  0 
8X  

7X  3X 0 
1X 0 

6X 5X  0 0 
10X  9X  

8X  62X 4X  52X
82X

9X  10X 0 0 0 0 

9X  72X
52X  4X  8X 0 

10X92X  
  0 0 0 

10X  4X  62X 72X 102X 0 
8X 9X 0 0 0 

 
Hesablamada optimal operatorlar sisteminin taplması üçün növbəti addım ad 

(x,y) operatorunu tapmaqdan ibarətdir. Təqdim olunmuş işdə həmin operator tapıl-
mışdır. Hesablamanın kifayət qədər uzun olduğunu nəzərə alaraq işdə yalnız hesab-
lamanın nəticəsi verilmişdir. 

 

42x 7x  7x  12x  0 2x  3x  0 0 0 

6x 42x 5x  22x  3x
1

x  0 0 0 0 

7x 5x  42x 32x  2x  0 
1

x  0 0 0 

10x 8x  9x  0 0 0 0 2x  3x  
1

x  

0 92x  82x 0 0 7x 6x  32x 22x  0 

82x 102x 0 0 7x 0 5x  12x 0 22x  

92x 0 102x 0 6x  5x 0 0 12x  32x  

0 0 0 82x 9x 10x 0 42x 5x  6x  

0 0 0 92x 8x  0 10x 5x 42x  7x  

0 0 0 102x 0 8x 9x 6x  7x  42x  

adx= 

 
ad x operatorunun ifadəsindən istifadə edərək  

   adxadxSpxxK ,,   
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Küllinqin invariant kvadratik forması hesablanmışdır və həmin kvadratik 
forma bu şəkildədir: 

  9382101
2
5

2
7

2
6

2
4 24242466624, xxxxxxxxxxxxK 

Bundan sonra I tərtibdən optimal sistemini tapmaq üçün  2  

   kiiii XXxXx
dt

d
,,   

tənliklər sistemini )o(x)t(x ii  şərti daxilində həll edib çevirmədən sonra alınan 

-ləri köhnə koordinantlar vasitəsilə ifadə etmək lazım gəlmişdir.  ix
 Həmin tənlik dalğa tənliyinin invariantlıq operatorlarının hər biri üçün həll 
edilmiş və uyğun çevirmə matrisaları  tapılmışdır. Çevirmə matrisalarının hər biri 10 
tərtibli kvadratik matrisalardan ibarətdir və matrisaların sayı 10 dənə alınmışdır. Bu 
matrisaların aşkar şəkli tapılmışdır. Matrisaların ifadələri kifayət qədər uzun oldu-
ğundan qısadılmış şəkildə verilmişdir: 

10
2
18293411026210

2
3731 2 xt)xtxtx(txtxtxtxtx   

8
2
1102618293428

2
3532 22 xt)xtx(txt)xtx(txtxtx   

9
2
1103719

2
2835293433 222 xt)xtx(txt)xtx(txtxtx   

10182934 xtxtxtx   
xAAA 1021 ,...,,

92835 22 xtxtx   

811026 22 xtxtx   

911037 22 xtxtx   

8x  

9x  

76
2

11
4 chtchtexx t  

65
2

22 cos4 shttexx t  

75
2

33 sin4 shttexx t  

110283944 xtxtxtxx   

76293855 )22( chtchtxtxtxx   

751821066 cos)22( shttxtxtxx   

651931077 sin)22( shttxtxtxx   
  1108

2
10

2
9

2
829838495106865

2
8 222cos4 xtttttxttxtxtxtxxchttex t  

 11091982
2
10

2
9

2
839485107975

2
9 24)2(22sin4 xttxttxtttxtxtxtxxshttex t  

 2
10

2
9

2
812108410310968791076

2
10 (2224 tttxxttxtxttxtxtxchtshtex t    
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Yuxarıda göstərdik ki, Küllinqin kvadratik forması doğrudan da, daxili izo-
morfizm əməliyyatı zamanı invariant qalır, yəni çevrilmədən sonra alınmış Küllinqin 
kvadratik forması  

9332101
2

5
2

7
2

6
2

4 24242466624),( xxxxxxxxxxxxK   

 
əvvəlki forma ilə üst-üstə düşür. Ona görə də kvadratik formanın hesablanmasını 
düzgün hesab edərək dalğa tənliyinin I tərtibdən optimal operatorlar sistemini Kül-
linqin kvadratik formasının xassələrindən istifadə edərək >0, <0 və 

 halları üçün aşağıdakı kimi təyin etmiş oluruq: 

),( xxK ),( xxK
0),( xxK

1)  >0  olan halda, birölçülü optimal operatorlar sisteminə  və 

 operatorları daxil olur.  

),( xxK 64 , XX

7X

2) <0 olan halda, birölçülü optimal operatorlar sisteminə  ),( xxK

210 , XX 93,815 , XXXXX   operatorları daxildir. 

3) =0 olan halda, birölçülü optimal operatorlar sisteminə ),( xxK

103, XX 810219832,91 ,,, XXXXXXXXXX   operatorları daxildir. 

 Hər üç halda I tərtibdən optimal operatorlar sistemini tapmış olduq. 
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ОПТИМАЛЬНАЯ СИСТЕМА ОПЕРАТОРОВ ПЕРВОГО ПОРЯДКА 

ДВУМЕРНОГО ВОЛНОВОГО УРАВНЕНИЯ  
 

А.Г.АГАМАЛЫЕВ, А.Ш.АШУРОВА 
 

РЕЗЮМЕ 
 

 В статье, используя операторы инвариантности волнового уравнения, вычис-
лены операторы коммутации. На основе полученных выражений вычислен оператор 

 , а с его помощью  и квадратичная форма  Киллинга.  Используя полученную квад-
ратичную форму, найдена оптимальная система инвариантных операторов. 
adx

 
 

OPTIMAL SYSTEM OF THE FIRST ORDER OPERATORS  
OF TWO-DIMENSIONAL WAVE EQUATION  

 
A.Q.AGAMALIYEV, A.Sh.ASHUROVA 

 
SUMMARY 

 
  In this paper, using  the  invariancy  operators of the wave equation, the commutation 
operators are calculated. On the basis of the received expressions adx  operator  is calculated, 
and Killinq square-law form is obtained with its help. Using this square-law form the optimal 
system of invariant operators is found. 
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